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ABSTRAK 
Transformasi kanonikal linear quaternion (TKLQ) merupakan generalisasi Transformasi Fourier quaternion 
(TFQ). Penelitian ini bertujuan merumuskan definisi TKLQ satu sisi, konvolusi dan sifat-sifat yang berkaitan 
dengannya. Metode penelitian dilakukan dengan mengumpulkan dan mengkaji materi-materi yang berkaitan 
dengan TKLQ. Penelitian ini menghasilkan definisi TKLQ satu sisi dan rumusan sifat - sifat seperti linearitas, 
translasi, modulasi dan translasi frekuensi waktu. Penelitian ini juga menghasilkan teorema konvolusi untuk 
TKLQ satu sisi dan sifat konjugat dan translasi. Sebagai kesimpulan, penelitian ini dapat membangun rumusan 
teorema konvolusi pada TKLQ satu sisi. 
 
Kata kunci : Transformasi kanonikal linear, teorema konvolusi, transformasi fourier quaternion. 
 
 
ABSTRACT 
Quaternion linear canonical transformation (QLCT) is generalized of quaternion Fourier transform (QFT). The 
purposes of this research are to formulate one sided QLCTs definition, its convolution and its properties. The 
methods of research conducted by gathering and reviewing materials related to QLCT. This research resulted in 
the definition of one sided QLCT and the properties such as linearity, translation, modulation and time 
frequency shift. This research also generates convolution theorem for one sided QLCT and  two properties, the 
conjugate and translation properties. As a conclusion, this research can build on convolution theorem for one 
sided QLCT. 
 
Keyword : Linear canonical transform, convolution theorem, quaternion fourier transform. 
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PENDAHULUAN 
Ilmu matematika memiliki peran penting pada semua bidang kehidupan. 
Perkembangan di bidang matematika seperti aljabar, analisis dan terapan pun menunjukkan 
hal tersebut. Berbagai definisi dan teorema ditemukan oleh para pakar matematika untuk 
menemukan formulasi yang tepat dan dapat menyelesaikan berbagai permasalahan yang ada. 
 Salah satu ilmu matematika yang banyak mengalami perkembangan salah satunya 
dibidang Transformasi. Transformasi Fourier (TF) contohnya, telah mengalami 
perkembangan yang pesat dan diaplikasikan pada berbagai bidang. Transformasi kanonikal 
linier (TKL) dinyatakan sebagai transformasi integral linear dengan empat parameter bebas 
(Xiang dkk, 2011) dimana transformasi fourier, transformasi fourier fraksional dan 
transformasi Fresnel sebagai kasus khususnya (Gudadhe, 2012) serta memiliki peran penting 
dalam analisis sistem optik dan sinyal prosessing (Pei dkk, 2002). TKL khususnya merupakan 
alat yang sangat berguna di bidang optik, karena mampu menjelaskan efek dari sebarang 
sistem phase kuadratik (Stern, 2008). 
 Bilangan quaternion merupakan perluasan bilangan kompleks pada empat dimensi, 
dengan satu bagian real dan tiga bagian kompleks (Pei dkk, 2001). Bilangan quaternion telah 
dipergunakan secara luas, diantaranya pada komputer grafik, komputer vision, robotik, teori 
kontrol, sinyal prosessing, fisika, bioinformatik, dinamika molecular, simulasi komputer dan 
mekanika.  TFQ sendiri merupakan (Hitzer, 2006), telah berhasil merumuskan sifat-sifat 
penting TFQ dan (Stern, 2006) juga telah merumuskan definisi serta aplikasi TKL. Kou dkk, 
2013) juga telah membahas sifat ketidakpastian pada TKLQ. Berdasarkan penelitian tersebut, 
penelitian di bidang TKL dengan melakukan perluasan pada domain quaternion yang 
memiliki sifat asosiatif dan nonkomutatif terhadap perkalian merupakan hal yang menarik 
untuk dilakukan. 
 Penelitian ini dilakukan dengan metode kajian kepustakaan yang akan menghasilkan 
rumusan definisi Transformasi kanonikal linier quaternion (TKLQ) satu sisi dan sifat-
sifatnya. Selanjutnya akan dirumuskan pula konvolusi untuk TKLQ dan sifat-sifat pentingnya 
seperti linearitas, pergeseran, modulasi dan sebagainya. 
 
BAHAN DAN METODE 
Lokasi dan Rancangan Penelitian 
Penelitian ini bertempat di Jurusan Matematika FMIPA Universitas Hasanuddin. 
Rancangan penelitian ini berbentuk penelitian kualitatif dengan melakukan studi kepustakaan, 
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dengan mengumpulkan dan mengkaji materi-materi yang berkaitan dengan quaternion, TFQ 
serta TKL. 
Analisis Data 
Penelitian dilakukan dengan melalui tahapan perumusan definisi TKLQ satu sisi. 
Setelah definisi TKLQ satu sisi diperoleh, maka dirumuskan pula teorema - teorema yang 
berkaitan dengan TKLQ. Penelitian selanjutnya yang dilakukan adalah merumuskan definisi 
konvolusi TKLQ satu sisi yang merupakan bagian penting penelitian ini serta beberapa sifat 
yang dianggap penting.  
HASIL 
Bentuk TKLQ satu sisi yang diperoleh adalah sebagai berikut. 
Definisi 1 (TKLQ) Misalkan ܣ௜ = ൤ܽ௜ ௜ܾܿ௜ ݀௜൨ ∈ ℝଶ×ଶ merupakan matriks parameter 
sedemikian sehingga det(ܣ௜) = 1, ௜ܾ ≠ 0 untuk ݅ = 1,2. TKLQ satu sisi dari ݂ ∈ ܮଶ(ℝଶ;ℍ) 
merupakan transformasi ℒఓ{݂}:ℝଶ → ℍ yang berbentuk  
ℒఓ{݂}(࣓) =
⎩
⎪
⎨
⎪
⎧
න ݂(࢞)ܭ஺భఓ (ݔଵ,߱ଵ)ܭ஺మఓ (ݔଶ ,߱ଶ)݀࢞
ℝమ
, ܾଵܾଶ ≠ 0
ඥ݀ଵ݀ଶ݂(݀ଵ߱ଵ,݀ଶ߱ଶ)݁ఓቂ௖భௗభଶ ቃఠభమ݁ఓቂ௖మௗమଶ ቃఠమమ , ܾଵܾଶ = 0, 																						(1. 1) 
dimana ߤଶ = −1 dan kernel dari TKLQ diberikan secara berurutan sebagai berikut  
																	ܭ஺భ
ఓ (ݔଵ,߱ଵ) = 1
ඥߤ2ߨܾଵ ݁ఓଵଶቂ௔భ௕భ௫భమି ଶ௕భ௫భఠభାௗభ௕భఠభమቃ																							 
																ܭ஺మ
ఓ (ݔଶ,߱ଶ) = 1
ඥߤ2ߨܾଶ ݁ఓଵଶቂ௔మ௕మ௫మమି ଶ௕మ௫మఠమାௗమ௕మఠమమቃ. 
Catatan 1 Nilai-nilai dari matriks parameter ܣଵ = (ܽଵ,ܾଵ, ܿଵ,݀ଵ)	 dan ܣଶ = (ܽଶ, ܾଶ, ܿଶ, ݀ଶ) 
bernilai real atau bilangan kompleks. Sebagai bentuk penyederhanaan diasumsikan bahwa 
parameter tersebut bernilai real. 
Jika ܣଵ = ܣଶ = (ܽ௜, ௜ܾ , ܿ௜ ,݀௜) = (0,1,−1,0), untuk ݅ = 1,2, definisi TKLQ akan tereduksi 
menjadi definisi TFQ, Selanjutnya diperoleh pula sifat-sifat TKLQ yang dirumuskan dalam 
teorema-teorema berikut. 
Teorema 1. (TKLQ Plancherel) Misalkan ݂,݃ ∈ ܮଶ(ℝଶ;ℍ), perkalian dalam dua fungsi 
bernilai quaternion didefinisikan sebagai (݂,݃) = (ℒఓ{݂},ℒఓ{݃}).																																																																																																			(1. 2) 
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Akibat 1. (TKLQ Parseval) Misalkan ݂ ∈ ܮଶ(ℝଶ;ℍ), norm dari fungsi bernilai quaternion 
didefinisikan sebagai norm dari TKLQ fungsi tersebut, yaitu 
‖݂‖ = ‖ℒߤ{݂}‖.																																																																																																												(1. 3) 
Teorema 2. (Linearitas) Misalkan ݂,݃ ∈ ܮଶ(ℝଶ;ℍ), ߙ,ߚ adalah sebarang bilangan 
quaternion, maka linearitas kiri dan kanan dari TKLQ secara berurutan didefinisikan sebagai 
ℒఓ{ߙ݂ + ߚ݃}(࣓) = ߙℒఓ݂(࢞) + ߚℒఓ݃(࢞)																																																																				(1. 4) 
dan 
ℒఓ{݂ߙ′ + ݃ߚ′}(࣓) = ℒఓ݂(࢞)ߙ ′ + ߚℒఓ݃(࢞)ߚ′																																																													(1. 5) 
Teorema 3. (Translasi) Misalkan ݂ ∈ ܮଶ(ℝଶ;ℍ) dan translasi dari fungsi ݂ didefinisikan 
sebagai ߬௫బ݂(࢞) = ݂(࢞ − ࢞૙) maka TKLQ dari translasi ݂ sebuah bilangan ࢞૙ didefinisikan 
sebagai 
ℒఓ൛߬௫బ݂ൟ(࣓) = ℒఓ{݂}(࣓− ࢇ࢞૙) 	݁ఓ(ఠభ௫బభ௖భାఠమ௫బమ௖మ)݁ିఓଵଶ൫௫బభమ௔భ௖భା௫బమమ௔మ௖మ൯.																		(1. 6) 
Teorema 4. (Modulasi) Misalkan ݂ ∈ ܮଶ(ℝଶ;ℍ), ߱଴ ∈ ℝଶ. Jika modulasi dari fungsi ݂ 
didefinisikan sebagai  ॸఠబ݂(࢞) = ݁ߤ(࢞.࣓૙)݂(࢞), maka  
ℒఓ൛ॸఠబ݂ൟ(࣓) = ℒఓ{݂}(࣓− ࢈࣓૙)݁ିఓଷଶൣௗభ௕భఠబభమାௗమ௕మఠబమమ൧݁ିఓ[ௗభఠభఠబభାௗమఠమఠబమ],									(1. 7) 
 
Teorema 5 (Translasi Frekuensi waktu) Misalkan ݂ ∈ ܮଶ(ℝଶ;ℍ), jika komposisi translasi 
dan modulasi fungsi ݂ didefinisikan sebagai ॸఠబ߬௫బ݂(࢞) = ݂(࢞ − ࢞૙)݁ఓ[࢞.࣓૙],  maka 
ℒఓ൛ॸఠబ߬௫బ݂ൟ(࣓) = ℒఓ{݂}(࣓− ࢈࣓૙ − ࢇ࢞૙)݁ఓ[ఠభ(௫బభ௖భାௗభఠబభ)ି௕భఠబభ(௫బభ௖భାఠబభ)] 
																																							× ݁ఓଵଶൣௗభ௕భఠబభమି௔భ௫బభమ௖భ൧݁ఓ[ఠమ(௫బమ௖మାௗమఠబమ)ି௕మఠబమ(௫బమ௖మାఠబమ)] 
																						× ݁ఓଵଶൣௗమ௕మఠబమమି௔మ௫బమమ௖మ൧,																																																																																					(1. 8) 
dimana ࢞ ∙ ࣓૙ = ݔଵ߱଴ଵ + ݔଶ߱଴ଶ 
 
PEMBAHASAN 
Penelitian ini menghasilkan rumusan konvolusi fungsi bernilai quaternion serta TKLQ 
satu sisi dari konvolusi dua fungsi tersebut. Konvolusi fungsi bernilai quaternion diperoleh 
sebagai berikut. 
Definisi 2. (Konvolusi) Untuk sebarang dua fungsi bernilai quaternion ݂,݃ ∈ ܮଶ(ℝଶ;ℍ), 
operator konvolusi TKLQ didefinisikan sebagai  
5 
 
(݂ ⋆ ݃)(࢞) = න ݂(࢚)݃(࢞ − ࢚)݁ఓ௔భ௕భ௧భ(௧భି௫భ)݁ఓ௔మ௕మ௧మ(௧మି௫మ)࢚݀݀࢞
ℝమ
,																																								(1. 9) 
maka TKLQ dari konvolusi dua fungsi quaternion dapat dirumuskan sebagai berikut.  
Teorema 6 (TKLQ Konvolusi) Misalkan ݂(࢞) = ଴݂(࢞) + ࢏ ଵ݂(࢞) + ࢐ ૛݂(࢞) + ࢑ ଷ݂(࢞) dan 
݃(࢞) = ݃଴(࢞) + ࢏݃ଵ(࢞) + ࢐݃૛(࢞) + ࢑݃ଷ(࢞) merupakan dua fungsi bernilai quaternion, maka 
TKLQ dari konvolusi ݂,݃ ∈ ܮଶ(ℝଶ;ℍ) adalah 
ℒఓ{݂ ⋆ ݃}(࣓) = (ℒఓ{݃}(࣓)ℒఓ{ ଴݂}(࣓)+࢏ℒఓ{݃}(࣓)ℒఓ{ ଵ݂}(࣓) 
																															+࢐ℒఓ{݃}(࣓)ℒఓ{ ଶ݂}(࣓) + ℒఓ{݃}(࣓)࢑ℒఓ{ ଷ݂}(࣓)൯ × ඥߤ2ߨܾଵඥߤ2ߨܾଶ݁ିఓଵଶ	ௗభ௕భఠభమ݁ିఓଵଶ	ௗమ௕మఠమమ .																																																															(1. 10) 
Konvolusi fungsi bernilai real pada TKL dihasilkan oleh (Mawardi dkk, 2013) 
mendukung rumusan dasar untuk TKLQ satu sisi ini. Demikian pula (Mawardi dkk, 2013) 
menujukkan dengan pemilihan parameter tertentu pada TKLQ satu sisi akan menghasilkan 
TFQ satu sisi.  
Teorema 7. (Konjugat) Misalkan ݂,݃ ∈ ܮଶ(ℝଶ;ℍ) adalah dua fungsi bernilai quaternion, 
maka 
ℒఓ൛݂ ⋆ ݃തതതതതതതൟ(࣓) = ൛ൣℒߤ൛݂0ൟ(࣓) + ℒߤ{ࢌ}(࣓)൧ℒߤ൛݃0ൟ(࣓) 
																																		+࢏[ℒఓ{ ଴݂}(࣓) − ℒఓ{ࢌ}(࣓)]ℒఓ{݃ଵ}(࣓) 
																																					+࢐[ℒఓ{ ଴݂}(࣓) − ℒఓ{ࢌ}(࣓)]ℒఓ{݃ଶ}(࣓) 
																																					+࢑[ℒఓ{ ଴݂}(࣓) − ℒఓ{ࢌ}(࣓)]ℒఓ{݃ଷ}(࣓)} 
																																× 1
ඥߤ2ߨܾଵ 1ඥߤ2ߨܾଶ ݁ିఓଵଶ	ௗభ௕భఠభమ݁ିఓଵଶ	ௗమ௕మఠమమ .																																																																							(1. 11) 
Teorema 8. (Translasi) Misalkan ݂,݃ ∈ ܮଶ(ℝଶ;ℍ). Jika translasi dari fungsi ݂ didefinisikan 
sebagai ߬௫బ݂(࢞) = ݂(࢞ − ࢞૙), maka 
ℒఓ൛߬࢞૙݂ ⋆ ݃ൟ(࣓) = ൣℒఓ{݃}(࣓)ℒఓ൛߬࢞૙ ଴݂ൟ(࣓) + ࢏ℒఓ{݃}(࣓)ℒఓ൛߬࢞૙ ଵ݂ൟ(࣓) 
																																					+࢐ℒఓ{݃}(࣓)ℒఓ൛߬࢞૙ ଶ݂ൟ(࣓) + ࢑ℒఓ{݃}(࣓)ℒఓ൛߬࢞૙ ଷ݂ൟ(࣓)൧ 
																												× 	ඥߤ2ߨܾଵඥߤ2ߨܾଶ݁ିఓଵଶቂௗభ௕భఠభమቃ݁ିఓଵଶቂௗమ௕మఠమమቃ.																																											(1. 12) 
KESIMPULAN 
Berdasarkan hasil dan pembahasan, diperoleh rumusan TKLQ satu sisi dengan sifat- 
sifat yang memenuhi seperti sifat Plancehel, Parseval, linearitas, translasi, modulasi dan 
translasi frekuensi waktu. Dari definisi dan sifat-sifat tersebut, dapat pula diturunkan definisi 
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konvolusi dan TKLQ dari konvolusinya dan berhasil memperoleh beberapa sifat penting 
lainnya seperti konjugat dan translasi. Penelitian ini masih menyisakan banyak sifat penting 
yang perlu untuk dibuktikan. Penelitian lainnya juga dapat berupa rumusan korelasi TKLQ 
satu sisi dan sifat - sifat yang berkaitan dengannya. Sehingga, peneliti lain yang tertarik 
dengan TKLQ dapat meneliti hal tersebut. 
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